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RESUMEN. En la estimacién del volumen fustal de los arboles, es deseable contar con herramientas matematicas
precisas en las que se incorpore la menor cantidad de insumos para un control adecuado de la extraccion de madera en
rollo de un bosque bajo aprovechamiento. El objetivo fue examinar si la regresién cuantilica puede predecir con mayor
precision el volumen fustal de Pinus patula Schiede ex Schltdl. & Cham que las técnicas convencionales, usando el
didmetro normal como predictor. Se usaron datos de 148 arboles dominantes y codominantes para generar tres rectas
de regresion cuantilica. El ajuste y aplicacién de la regresion propuesta se comparé con la obtenida con el modelo
exponencial de Berkhout con ajuste por minimos cuadrados no lineales. Los resultados sugieren que esta técnica
mejora la prediccién volumétrica de los arboles al generar rectas en distintos segmentos de la distribucién condicional,
permitiendo una reduccién significativa del error de prediccién para los datos alejados de la media aritmética.
Palabras clave: Ecuaciones de volumen, datos heterogéneos, reduccién de insumos, homocedasticidad de residuos

ABSTRACT. In estimating the stem volume of trees, it is desirable to have precise mathematical tools in which
the least amount of inputs is incorporated to achieve adequate control over the extraction of roundwood from a forest
under exploitation. The objective was to determine whether quantile regression can more accurately predict the stem
volume of Pinus patula Schiede ex Schltdl. & Cham than conventional techniques, using diameter at breast height
as a predictor. Data from 148 dominant and co-dominant trees were used to generate three quantile regression lines.
The fitting and application of the proposed regression were compared with that obtained with the Berkhout exponen-
tial model with fitting by non-linear least squares. The results suggest that this technique improves the volumetric
prediction of the trees by generating lines in different segments of the conditional distribution, allowing a significant
reduction in the prediction error for the data far from the arithmetic mean.

Key words: Volume equations, heterogeneous data, input reduction, homoscedasticity of residuals

INTRODUCCION

Una de las variables claves para la acertada
toma de decisiones en el manejo de los recursos
maderables, es el volumen de los arboles en pie
(Clutter et al. 1983). De forma convencional,
el volumen de cada arbol se estima a partir del
didmetro normal y la altura total, para luego ex-
trapolar la informacién a todo el rodal o bosque
bajo manejo (Carrillo et al. 2004). Para la es-
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timacién del volumen fustal, se debe contar con
herramientas matematicas precisas, que incorporen
la menor cantidad posible de variables de bajo costo,
lo que permite un estricto control de la extraccién de
madera en rollo, base para una mejor planificacién
del aprovechamiento sustentable de los bosques
(Romahn y Ramirez-Maldonado 2010, Martinez-
Lépez y Acosta-Ramos 2014). Pero muchas ve-
ces se tiene una base de datos con individuos de
diferentes edades y tamafios, lo que propicia una

www.ujot.mz/era

591



COSISTEMAS
Y
CURSOS
ROPECUARIOS

alta dispersién de la informacién, lo que causa que
los valores mas alejados de la media aritmética no
sean explicados con propiedad por las técnicas de re-
gresién convencionales, en particular, con el método
de Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO) o en su
forma no lineal (MCNL) que generan una linea y
curva de regresidn, segln sea el caso, basada en el
promedio (Galton 1890).

El uso de Minimos Cuadrados (MC), tanto
en su forma lineal como en su forma no lineal,
implica asumir propiedades paramétricas como la
distribucién normal de los datos, la homogenei-
dad de la varianza, la independencia de los regre-
sores y la ausencia de colinealidad (Dismuke y Lind-
rooth 2006). El incumplimiento de algunos de estos
supuestos, limita su aplicacién; por ejemplo, si se de-
tecta colinealidad, no deben usarse los MCO, debido
a que se contraviene al soporte tedrico-matematico
del método (Weeraratne 2016). Muchas veces, se
deben transformar los datos originales sacandole
raiz cuadrada, logaritmo natural, incluir variables de
ponderacién en los residuales o hacer calculos adi-
cionales para intentar solventar estas restricciones
(Box y Cox 1964, Cailliez 1980, Zimmerman 1994).
Una alternativa en silvicultura y ecologia forestal, es
la regresién de cuantiles (RC), que permite generar
rectas de regresién a cualquier porcién dada de una
variable respuesta, definida por su distribucion de
probabilidad (Koenker y Bassett 1978, Cade y Noon
2003). Una de las ventajas de la RC radica en su
flexibilidad para evaluar el efecto de una variable
aleatoria sobre la distribucién de una variable de in-
terés, al generar una familia de modelos de regre-
sién, uno para cada cuantil de la distribucién condi-
cional (Sosa-Escudero 2005), mientras que la regre-
sién ordinaria sélo estima los efectos medios condi-
cionales de las variables independientes (Koenker y
Bassett 1978, Sosa-Escudero 2005).

La regresién cuantilica se usa principalmente
en las ciencias sociales, y muy poco en las ciencias
biolégicas. En las ciencias sociales, se ha utilizado
para estimar la elasticidad del precio en la demanda
de alcohol (Manning et al. 1995); el efecto de la
educacién de los padres y su edad sobre la educacién
de los hijos (Di Gresia et al. 2005); y en el area
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forestal se ha propuesto para estudiar la produccién
de bellotas en un bosque (Cade et al. 1999), para
predecir el crecimiento de los arboles (Bohora y Cao
2014) o para determinar la relacion alométrica entre
el diametro y la copa de los arboles (Pretzsch et al.
2015). Por lo anterior, el objetivo del trabajo fue
evaluar la efectividad de |a regresién cuantilica para
modelar el volumen fustal de Pinus patula Schl. et
Cham. en funcién del didmetro normal comparando
sus resultados con los de un modelo tradicional.

MATERIALES Y METODOS

Area de estudio

El estudio se realizé en los bosques templa-
dos de Santiago Comaltepec, en la Sierra Norte del
estado de Oaxaca, al suroeste de México, entre las
coordenadas 17°43'36" - 17°32'50" LN y 96°35'12"
- 96°16'02" LO. El predio tiene una superficie de
26.5 km? (Figura 1), la elevacién sobre el nivel
del mar fluctia entre los 1 800 y 3 000 m. La
temperatura media méaxima anual es de 13.4 °C,
con minima anual de 4.7 °C. La precipitacién en
el verano oscila entre los 600 y 1 200 mm, y en
la temporada de secas la precipitacién media es de
225.5 mm con temperatura media de 16 °C (INEGI
2002, INEGI 2018).

Muestreo y variables

Los datos usados provienen de una muestra
de 148 arboles dominantes y codominantes de Pi-
nus patula registrados en 60 parcelas temporales de
1 000 m? distribuidas sistematicamente en el area
de estudio, tamafio de parcela comin en el inven-
tario forestal con fines de aprovechamiento forestal.
Para predecir el volumen fustal con corteza, se usé
como predictor el didmetro normal, a 1.30 m del
nivel del suelo, al ser una de las variables indicado-
ras confiables de las dimensiones de los arboles, que
se usa para predecir el volumen, para definir la es-
tructura de un rodal o clasificar una masa forestal,
entre otros usos (Gadow et al. 2007, Navar 2009).
El diametro normal se obtuvo con una forcipula y el
volumen observado se generé con la ecuacién tradi-
cional de Schumacher y Hall (1933) al integrar el
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Figura 1. Localizacién del area de estudio.

didametro normal y la altura total de los 148 indi-
viduos que conformaron la muestra. La estadistica
descriptiva de las variables usadas se muestra en la
Tabla 1.

Tabla 1. Resumen estadistico de la muestra.

Variable Media Ccv CA Maximo  Minimo
Dn 53.5 346 1.88 140 30
H 28.2 275 0.23 46 12
\% 33 99.7 279 20.41 0.58

Dn: diametro normal (cm), H: altura total (m), V:
volumen (m3), CV: coeficiente de variacién (%), CA:
coeficiente de asimetria.

Analisis de datos
Para probar si la regresién de cuantiles puede
mejorar la prediccion del volumen fustal de la es-
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pecie estudiada, se usé solo el didmetro normal
como predictor, usando de referencia el modelo
exponencial de Berkhout (Loetsch et al. 1973)
por ser uno de los mejores modelos de una en-
trada que predice el volumen fustal de especies
de pino con errores minimos (Bonyad y Rostami
2005, Wardasanti 2011, Ramirez-Martinez et al.
2016), cuya expresion es: V = By - DN Donde:
V: volumen (m3), DN: diametro normal (cm), 8;:
pardmetros de regresion.

Con el método de la regresion cuantilica
(Koenker y Bassett 1978, Koenker y Mizera 2004),
se generaron las rectas de regresién de los cuan-
tiles de 0.25, 0.50 y 0.75, procurando abarcar la
variabilidad de los datos por encima y por debajo de
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la curva de regresién generada con MCNL. La defini-
cién analitica de la regresién cuantilica es: Sea Y
una variable aleatoria cualquiera, definida por una
funcién Fy(.), de la forma: Fy(y) = prob (Y <
y) =7

Tal que, para cualquier valor 0 < 7 < 1, Q(7)
= inf y: F(y) > 7 corresponde al T-ésimo quantil
de X. En este sentido, la mediana Q(1/2), juega un
papel esencial; y, del mismo modo que la funcién de
distribucién, la funcién cuantilica proporciona una
caracterizacion de la variable aleatoria de interés,
Y. De esta forma, un cuantil puede ser planteada
como la solucién a un problema de optimizacién
simple. Tal que, para cualquier valor 0 < 7 < 1,
puede definirse como:

p7(u) = u(r — I(u < 0))

Donde: 1I(.) denota la funcién indicadora. Al
minimizar la esperanza de p7(Y — &), con respecto
a & &(7), la mas pequefia de las cuales esta en
Q(7). Analégicamente, la muestra de Q(7), que
proviene de una muestra aleatoria y1, ..., yn, de Y's,
corresponderia a la 7-ésima muestra cuantilica, de
modo que el problema de optimizacién se puede ex-
presar como:

Los planteamientos tedricos de la regresién de
cuantiles, la ilustracion grafica de su funcién de veri-
ficacién, y otras ecuaciones derivadas se encuentran
en Koenker y Bassett (1978) y Koenker y Mizera
(2004). La contribucién de las constantes de cada
recta cuantilica se valoré usando un nivel de signifi-
cancia de a=0.05 (Di Rienzo et al. 2005) haciendo
una correccién de Bonferroni con el fin de reducir
en lo posible la probabilidad de cometer el error
tipo | (Hochberg 1988). Al no observarse una alta
variabilidad de los datos (Tabla 1), se generaron solo
tres rectas cuantilicas, en los cuantiles 0.25, 0.50 y
0.75, las cuales cubrieron la relativa dispersion de
los datos.

Para evaluar el ajuste de las rectas ajustadas
de cada cuantil, se usaron los criterios de ajuste de
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analisis grafico de los residuales y el criterio de infor-
macion de Akaike (AIC), que mide la calidad relativa
del ajuste de un modelo, al medir la diferencia entre
la proyeccion del modelo y la realidad basada en
el criterio teérico de la informacién minima en el
subconjunto Q(7) asociado a un T-ésimo cuantil,
cuando menor es el valor de AIC, méas admisible
es el modelo (Akaike 1974). En un inicio se ob-
tuvo un pseudo valor de ajuste (R!) para cada recta
cuantilica, al comparar la suma de desviaciones
ponderadas para el modelo completo con la misma
suma del modelo (Koenker y Machado 1999); al no
poder compararse con los indicadores de ajuste del
modelo de Berkhout el cual se ajusté por MCNL, es-
tos coeficientes no se incluyeron; pero se estimaron
coeficientes de determinacién ajustado (RZ%.) vy
el error residual para cada cuantil para contrastar
con mayor claridad el rendimiento de cada modelo.
Los valores de Rzadj, se obtuvieron al extraer y re-
ajustar los valores del subconjunto Q(7). En este
caso, Rzadj, representa el porcentaje de variacion
de los resultados, explicado por una recta cuan-
tilica, asumiendo que cada recta se asocia a un
intervalo definido de valores de la T-ésima regresién
cuantilica. Para el ajuste de los modelos se usé
el paquete quantreg de R (Koenker et al. 2015).
Los modelos se evaluaron mediante una validacién
cruzada con una muestra independiente de 50 indi-
viduos. Finalmente, los resultados se ejemplificaron
buscando la ecuacién cuantilica que redujera el error
de prediccién segin la categoria diamétrica de los
arboles.

RESULTADOS Y DISCUSION

Los coeficientes paramétricos con sus respec-
tivos valores de p-value de las diferentes rectas
cuantilicas y del modelo no lineal de Berkhout se
muestran en la Tabla 2. Con base en los indicadores
de ajuste, el modelo no lineal de Berkhout ajustado
por MCNL fue superado en la mayoria de los ca-
sos. Tomando en cuenta el R2adj los valores en los
cuantiles de 0.25, 0.50 y 0.75 fueron de 0.94, 0.99 y
0.99, respectivamente; mientras que para el modelo
de Berkhout fue de 0.94 (Tabla 2). Al comparar
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Tabla 2. Pardmetros e indicadores de ajuste para cada recta cuantilica y para el
modelo de Berkhout ajustado por minimos cuadrados no lineales.

Minimos cuadrados no lineales

Modelo Estimacién P> |t AlC R%.4;  Error residual

Berkhout g(l) g:gggg;’i : 8:888}: 237.1086  0.94 0.795
Regresion cuantilica

t=0.25 g? _(;‘.'1127:?52; : 8:888}: 33.4014  0.94 0.353

t=0.50 /63(1) 'é’_fslsl:g; : 8:888}: 317449 0.99 0.125

t=0.75 g‘i 'é’_'f;:;gg : 8:888}: 477839 0.9 0.480

AIC: Criterio de informacién Akaike; R2adj: Coeficiente de determinacién ajustado,
Bo y B1: Pardmetros estimados para cada modelo."*" Parametros significativos con

un nivel de significancia de 0.01.

los errores de los modelos, se observé un error de
prediccién de 0.353 m3 en el cuantil 0.250, 0.125
m3 en el cuantil 0.50 y 0.408 m> en el 0.75; en
contraste, con el método de minimos cuadrados no
lineales se observé un error de 0.795 m3. De igual
forma al contrastar los valores de AlIC, con la técnica
de MCNL se obtuvo un valor mayor en comparacién
con los obtenidos con RC. En todos los casos, las
constantes fueron significativas (p < 0.01) al hacer
la correccién de Bonferroni.

Con las dos técnicas, se observa que la linea
proyectada por MCNL solo divide en dos porciones
la nube de puntos, mientras que la regresién cuan-
tilica intenta cubrir en lo posible la dispersién de los
datos al trazar tres rectas (Figura 2a y 2b). Otras
de las ventajas identificadas del RC sobre MCNL,
es que la primera técnica puede modelar con mayor
robustez una categoria diamétrica especifica. En un
analisis complementario se comprobé que usando la
ecuacién del cuantil 0.25, el error de prediccion dis-
minuye de forma significativa para los arboles con
didmetros entre 55 y 70 cm.

Los datos estudiados mostraron baja disper-
sién, de modelarse variables con alta variabilidad,
los datos extremos quedarian alejados de la curva
trazada por el modelo de Berkhout, ocasionando
una subestimacién o sobreestimacién del volumen
fustal (Figura 2a y 2b), error que no se refleja en
los indicadores de ajuste, ya que la linea de regresién
por MCNL se traza en funcién de la media (Galton
1890). Una forma de solucionar la alta heterogenei-
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dad de los datos, es trazar tantas rectas como sean
necesarias a fin de cubrir los datos extremos (Cade
et al. 1999, Cade y Noon 2003; Koenker y Mizera
2004).

Al contrastar los residuos de los dos méto-
dos en un mismo grafico, se observé un mayor error
con los datos del modelo tradicional, lo cual es cau-
sado por los valores extremos, los cuales se redu-
jeron usando la ecuacién del cuantil 0.75 (Figura
3). El método de MCNL comete un error signi-
ficativo en las secciones donde la distribucién de
la variable condicional no es, el cual es corregido
parcialmente por la regresion cuantilica al usar las
ecuaciones de los cuantiles 0.25 y 0.50, al mejo-
rar la prediccién (Figura 3). Con el modelo de
Berkhout, se observé una alta heterocedasticidad
en los residuales; en contraste, las rectas cuantili-
cas corrigen este problema. De igual forma, los
residuos estudentizados de las distintas rectas cuan-
tilicas se distribuyen dentro de la franja del intervalo
de confianza al 95%, como el caso del cuantil 0.50
(Figura 4a), mientras que los residuos de los valores
extremos del modelo de Berkhout quedaron fuera
de este intervalo (Figura 4b).

La correcta aplicacién de la regresién cuan-
tilica radica en la adecuada identificacién de la
fraccién de datos susceptibles a ser predichos por la
linea o curva cuantilica con el menor error. Usando
los parametros estimados, los modelos finales son:
(1) V = 0.000591* DN 2138211 "que corresponde al
modelo ajustado por el método de minimos cuadra-
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Figura 3. Comportamiento grafico de predichos frente a residuales con los modelos ajusta-

dos.

dos; (2) V.= —4.17824 + 0.12457* DN correspon-
diente al Q(7 = 0.25) ajustado con QR, que fue
apropiado para predecir el volumen de arboles con
categorias diamétricas de 55 a 80 cm, excluyendo
la categoria de 75 cm; (3) V —5.011244 +
0.155982* DN, modelo final del Q(7 = 0.50), un
modelo adecuado para modelar el volumen de ar-
boles con las categorias diamétricas de 40-50, 75 y
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95 cm; y (4) V. = —5.669588 4 0.185926*D N,
correspondiente al Q(7 0.75), con 6ptimo
rendimiento para arboles con categorias diamétricas
de 30-35 cm, de 90 y de 100 a 140 cm.

Con estos modelos, se presentan los resul-
tados de los dos métodos con medidas de un ar-
bol proveniente de una muestra independiente, para
realizar una validacién cruzada, con un diametro de
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Figura 5. Comportamiento grafico del volumen fustal estimado con los modelos

evaluados al realizar la validacién cruzada.

35 cm y volumen observado de 0.8420 m?. Con el
método de MCNL se proyecta un volumen de 1.1834
m3, mientras que el método RC proyecta un volu-
men de 0.8378 m3; con la ecuacién de Q(7 = 0.75)
que es el modelo apropiado para esta categoria
diamétrica, observandose que el modelo de MCNL
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comete un error de 0.341 m? en tanto que con RC es
de 0.004 m3. Aparentemente es un error pequefio;
pero al multiplicar por el nimero de individuos de un
rodal o predio, se incremente el error. Debe tomarse
en cuenta que en este estudio se generaron rectas,
pero la prediccién puede mejorarse si se generan
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lineas suavizadas en cada cuantil ajustadas mediante
una regresién local.

Al contrastar los modelos ajustados con una
muestra independiente, se validé que cada recta
cuantilica cubre la dispersién de los datos extremos
(Figura 5); en cambio, el modelo de Berkhout, a
pesar de ser un modelo de tipo exponencial, excluye
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forma apropiada la regresién cuantilica, la prediccién
del volumen fustal de las especies maderables como
el Pinus patula, puede predecirse con mayor pre-
cisién, usando algiin atributo de facil medicién,
como el diametro normal, lo que la convierte en
una herramienta potencial para modelar datos del
area forestal.

los valores extremos. Se concluye que al usar de
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